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En esta monografía se pretende estudiar de manera introductoria el comportamiento de
partículas cargadas en los cinturones de radiación haciendo una aproximación dipolar del
campo magnético terrestre. Para esto, primero se abarca el problema de la dinámica de
una partícula cargada en presencia campos magnéticos y eléctricos. Se simulan 5 casos
relevantes que servirán para el posterior estudio de la dinámica de una partícula en el
dipolo magnético terrestre, el cual será tratado en la segunda parte. Aquí se calcula: la
ubicación de los puntos espejos, la capa de deriva, el periodo de rebote y el periodo de
deriva de la partícula y su respectivo error, y ﬁnalmente su energía y momento magnético.
Por último se estudia el problema del ﬂujo de partículas exponiendo los modelos AE8 y AP8
desarrollados por la NASA, obteniendo los mapas del entorno de radiación para protones y
electrones y se graﬁcan en diferentes formatos; Flujo Vs coordenadas geomagnéticas, Flujo
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Los cinturones de radiación o cinturones de Van Allen, son regiones de la magnetosfera
terrestre de volumen toroidal, que se encuentran a una distancia de 2 a 6 radios terres-
tres. Partículas cargadas (iones y electrones) provenientes de diferentes fuentes (vientos
solares, ionosfera terrestre...) pueden verse atrapadas en dichas regiones como resultado
de la conﬁguración del campo magnético terrestre [25]. Debido a que hasta los 6RE se
puede hacer una aproximación dipolar del campo, este funciona como un espejo magnético
natural. Los cinturones de radiación fueron descubiertos por James Van Allen y su equipo
de colaboradores, gracias a las mediciones realizadas por un contador Geiger a bordo del
Explorer 1 [9]. Desde su descubrimiento los cinturones de radiación fueron identiﬁcados
como una posible amenaza para futuras misiones espaciales, debido a que los altos niveles
de radiación podrían afectar el correcto funcionamiento de instrumentos electrónicos, cau-
sar deterioro de los materiales o tener efectos nocivos en la salud en caso de una futura
misión tripulada. Por ejemplo la anomalía del Atlántico sur, es una región de los cinturo-
nes de radiación que se extiende hasta alturas muy cercanas a la tierra, satélites que se
encuentran en órbitas bajas deben atravezar constantemente ésta región exponiéndose a
altos niveles de radiación [17]. Por esto ha sido de gran importancia entender la dinámica
y distribución de las partículas allí atrapadas.
Existen diferentes formas desde las cuales se puede intentar abarcar este problema. Por
un lado puede ser estudiado desde la teoría, otra forma es mediante la experimentación, sin
embargo ambas presentan limitaciones. Analizar un problema sólo desde la teoría implica
en muchos casos establecer modelos demasiados complejos para ser resueltos analíticamen-
te, o por el contrario hacer aproximaciones que simpliﬁcan demasiado el modelo dejando de
Figura 1.1: Cinturones de Van Allen. [21]
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lado información que pueda resultar relevante. Mientras que en la física del plasma espacial,
los datos son principalmente recogidos por satélites y experimentos espaciales los cuales
resultan sumamente costosos tanto en tiempo como en recursos. Existe una tercera forma
de abordar este problema la cual se apoya en los dos métodos anteriores y es mediante el
experimento computacional. Aquí las no-linealidades e inhomogeneidades no representan
un obstáculo para el estudio del fenómeno físico, además del relativo bajo costo que puede
representar, y el hecho de que los parámetros físicos pueden ser manipulados de forma
rápida y sencilla. Para modelos experimentales las herramientas computacionales facilitan
el manejo y análisis de datos, así como la representación de los resultados.
Es sólo hasta 1960 que la simulación computacional fue extendida hacia el estudio del
plasma espacial y es en la década de los sesenta cuando la NASA crea los primeros mo-
delos AE/AP en un esfuerzo por sintetizar los resultados experimentales obtenidos por la
medición de varios satélites. Sin embargo la experiencia ha demostrado que la dinámica de
este sistema es mucho más compleja que la que describen estos modelos. Por esto aún es




Consultar, analizar e implementar diferentes modelos teóricos, computacionales y experi-
mentales, sobre el comportamiento de partículas con carga eléctrica en el interior de los
cinturones de radiación, utilizando una aproximación dipolar del campo magnético terres-
tre.
2.2. Objetivos especíﬁcos
Realizar la revisión bibliográﬁca concerniente al problema del conﬁnamiento magné-
tico de partículas en los cinturones de Van Allen.
Simular la dinámica de una partícula cargada en diferentes campos magnéticos y
eléctricos con sus respectivas aproximaciones del centro de guía, particularmente
para la conﬁguración de un dipolo magnético.
Implementar el código radbelt, el cual contiene los modelos AP8 y AE8 diseñados por
la NASA para el ﬂujo omnidereccional de protones y electrones.
Comparar las ventajas y desventajas que ofrecen cada uno de los modelos abarcados






Cerca del 99.99% de la materia existente en el universo se encuentra en estado de plasma,
nuestro planeta forma parte de ese 0.01% donde el plasma no abunda en estado natural.
Sin embargo, incluso en el entorno más cercano a la tierra es necesario hacer uso de la físi-
ca del plasma para abordar los fenómenos físicos allí presentes. En este entorno es posible
encontrar diversos tipos de plasma los cuales pueden ser clasiﬁcados según su temperatura,
densidad, longitud de Debye y frecuencia.
3.1.1. Vientos Solares
En el sol, producto de las altas temperaturas, una gran cantidad de partículas pueden
ganar la suﬁciente energía cinética para escapar de su fuerza gravitacional, a este conjunto
de partículas se les conoce como los vientos solares, compuestos principalmente de electro-
nes, protones y una pequeña cantidad de iones de Helio. Los vientos solares son emitidos
a altas velocidades, viajan por el medio interplanetario y posteriormente interactuan con
Figura 3.1: Parámetros de los diferentes plasmas geofísicos [25].
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Figura 3.2: Entorno Tierra-Sol [25].
el campo magnético terrestre. Debido a la presión que ejercen los vientos solares sobre el
campo de la tierra, éste se ve deformado; la región que es directamente iluminada se ve
comprimida mientras la región no iluminada se ensancha en una larga cola conocida como
cola magnética. [22]
3.1.2. Magnetosfera
La tierra es un planeta que posee un campo magnético propio, el cual en una primera apro-
ximación puede ser considerado como un dipolo magnético. Sin embargo cuando los vientos
solares interactuan con el campo magnético terrestre, crean una estructura más compleja
conocida como magnetosfera. El plasma presente en la magnetósfera está compuesto princi-
palmente por protones y electrones, cuyas fuentes son los vientos solares y la ionósfera. En
la región iluminada, cuando los vientos solares chocan con el campo magnético terrestre se
genera un `arco de choque', a partir del cual las partículas son desviadas de su trayectoria
original disminuyendo su energía cinética. Aquí, se forma una región donde un gran número
de partícula transforman su energía cinética en energía térmica, conocida como envoltura
magnética (Figura 3.2). El límite que separa la envoltura magnética de la magnetósfera
terrestre es llamado pausa magnética. Como resultado de la conﬁguración dipolar del cam-
po magnético terrestre, en el plano meridional que separa la región iluminada de la región
oscura, la pausa magnética presenta una discontinuidad, este punto es conocido como cús-
pide polar [25]. Este punto es de especial interés debido a que partículas provenientes de
los vientos solares o de puntos a altas latitudes de la cola magnética pueden precipitar-
se hasta los cinturones de radiación, o incluso hasta atmósfera terrestre y producir auroras.
Más cerca de la tierra existe un región la cual no alcanza a ser deformada considera-
blemente por los vientos solares y por lo tanto la conﬁguración del campo aun puede ser
considerada como dipolar. Aquí, gracias a la geometría del campo, un gran número de par-
tículas con carga eléctrica son atrapadas, creando zonas de alta radiación electromagnética
conocidas como los cinturones de radiación (o de Van Allen). Los cinturones de radiación
3.2. Movimiento de partículas cargadas en campos electromagnéticos 7
Figura 3.3: Magnetosfera terrestre [21].
tienen forma toroidal y se encuentran entre los 2 y los 6RE .1 En el interior de estos existe
una región de plasma frío denominada plasmósfera, la cual se extiende desde la ionósfera
hasta aproximadamente los 4 radios terrestres [25].
3.1.3. Ionosfera
La Ionósfera se forma cuando radiación solar de alta energía ioniza parte de la atmósfera
terrestre. A grandes altitudes la densidad de partículas es baja, por lo que la recombinación
de electrones y átomos es poco frecuente y esta capa queda permanentemente ionizada [22].
3.2. Movimiento de partículas cargadas en campos electro-
magnéticos
La trayectoria que describirá una partícula cargada dependerá de la presencia o no de
campos eléctricos y/o magnéticos, además de la uniformidad y homogeneidad de dichos
campos.
3.2.1. Movimiento de una partícula cargada en presencia de un campo
magnético uniforme
Una partícula cargada en presencia de un campo magnético experimenta una fuerza magné-
tica (Fuerza de Lorentz ) perpendicular a la trayectoria de la partícula y al campo magnético
externo. Asumiendo que la velocidad de la partícula v‖ = 0,2 la partícula describirá un
movimiento circular uniforme cuyo centro se conoce como centro de guía.
11RE = 6378Km
2La notación usada en este trabajo es la usual para los textos de física del plasma, donde la referencia
para las direcciones ‖ y ⊥ se toman respecto a la dirección de las líneas de campo magnético.
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Figura 3.4: Movimiento de una partícula en presencia de un campo magnético uniforme
con v‖ = 0.
El radio de esta trayectoria se conoce como radio de Larmor y la frecuencia como fre-
cuencia del ciclotrón, las cuales están dadas por:
rL =
mv⊥




Como se puede observar tanto el radio de Larmor como la frecuencia del ciclotrón de-
pende de la masa de la partícula, por lo que la circunferencia que describirán los protones
será mayor a la de los electrones y a su vez contarán con una frecuencia menor.
Si v‖ = cte entonces la trayectoria de la partícula será una hélice cilíndrica y el centro
de guía se trasladará con velocidad constante V = v‖.





= qv ×B (3.3)
Aproximación del centro de guía: En la aproximación del centro de guía se reem-
plaza la partícula real (con velocidad v) por una partícula virtual (con velocidad V) cuya
trayectoria es la misma del centro de guía, esto con el ﬁn de simpliﬁcar la descripción del
movimiento de la partícula real. Esta aproximación puede hacerse siempre que sea posible
encontrar un sistema de referencia el cual se desplace con el centro de guía [16].
La posición y velocidad del centro de guía están dadas por 3.4 y 3.5 respectivamente:
rcg = r+ rL (3.4)
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Figura 3.5: Movimiento de una partícula en presencia de un campo magnético uniforme
con v‖ 6= 0.
V = V⊥ +V‖ (3.5)
Donde V⊥ es llamada velocidad de deriva y V‖ ' v‖.
En este caso, debido a que el centro de guía se desplaza a una velocidad constante





La razón por la cual la fuerza de Lorentz desaparece, es que al realizar el cambio de
coordenadas desde un sistema de referencia ﬁjo a otro que se desplaza con el centro de guía
de la partícula, aparece una un campo eléctrico ﬁcticio el cual tiene la misma magnitud
pero sentido contrario al campo magnético, anulando el efecto del mismo.
3.2.2. Movimiento de una partícula cargada en presencia de un campo
magnético uniforme y una fuerza externa
Si además de la presencia de un campo magnético existe una fuerza externa, esta producirá
una desviación de la trayectoria original de la partícula. Así la trayectoria de la partícula
se compondrá de dos tipos de movimientos; el primero, el movimiento del ciclotrón ya
descrito previamente y otro adicional ocasionado por la fuerza externa, quedando así que
v = vc +VF. La velocidad a la que la partícula se desvía (VF) es:





De la ecuación anterior, vale la pena notar que sólo la componente de la fuerza perpen-
dicular al campo magnético afectará la trayectoria de la partícula.
Asumiendo nuevamente que v‖ = 0, se tiene que el movimiento que describirá la par-
tícula es el de un cicloide, ya que en la mitad del ciclo la partícula se verá acelerada por
la fuerza externa, mientras que por el contrario, para la otra mitad del ciclo la partícula
desacelerará (Figura 3.6).
Si la fuerza externa es debida a la presencia de un campo eléctrico (FE = qE) la





Es importante observar que la expresión para la deriva eléctrica no depende ni de la
masa, ni de la carga de la partícula, esto implica que tanto protones como electrones deri-
van en la misma dirección y a la misma velocidad, por tanto en este tipo de movimiento
no se generan corrientes.




= q(E+ v ×B) (3.9)
Figura 3.6: Movimiento de una partícula en presencia de un campo magnético y eléctrico
uniformes con v‖ = 0.
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Figura 3.7: Movimiento de una partícula en presencia de un campo magnético y eléctrico
uniformes con v‖ 6= 0.
Finalmente, si se realiza una aproximación del centro de guía, se puede encontrar un





3.2.3. Movimiento de una partícula cargada en presencia de un campo
magnético no uniforme
Como se ha mencionado la presencia de una fuerza externa puede generar una deriva en la
trayectoria del centro de guía de una partícula. Sin embargo, otros fenómenos físicos como la
no uniformidad de los campos, pueden ocasionar otros tipos de derivas. La no uniformidad
puede aparecer debido a variaciones en la densidad de líneas de campo(Gradiente), debido
a la curvatura de estas ó a la combinación de ambos fenómenos.
3.2.3.1. Deriva de gradiente de campo
Nuevamente se analiza el caso para cuando la partícula se encuentra exclusivamente en
presencia de un campo B, sin embargo en esta ocasión existen regiones donde la intensidad
del campo es mayor y otras donde la intensidad es menor, produciéndose así un gradiente
en una dirección en particular. El gradiente ∇B se compone:
∇B = ∇⊥B +∇‖B (3.11)
Las derivas que la partícula experimenta debido a cada una de las componentes del
gradiente son diferentes.
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Para el caso de la deriva por el gradiente perpendicular al campo B, la partícula adquiere









(B×5B) = − 1
qB
(M×5B) (3.13)
Como se puede apreciar de la ecuación 3.1, en las regiones más intensas del campo
magnético la partícula describirá curvas más cerradas (lo que implica un radio de Larmor
menor)mientras que en las regiones menos intensas las curvas serán más abiertas (Figura
3.8).
La ecuación de movimiento que describe este caso está dada nuevamente por 3.14. Por




= −qV5⊥ ×B (3.14)
Una condición importante en este tipo de movimiento es que V5⊥  vc, para que
la partícula pueda describir un movimiento de ciclotrón. De 3.12 se encuentra que V5⊥
depende tanto de la masa, como de la carga de la partícula. Esto implica por un lado que
los iones se moverán a mayor velocidad que los electrones, y por otro que ambos se moverán
en direcciones opuestas. Todo esto combinado da origen a corrientes de deriva dadas por:
j5 = nee(V5i −V5e) = e(µi + µe)
B2
(B×5B) (3.15)
Figura 3.8: Movimiento de una partícula en presencia de un campo magnético no uniforme
(Gradiente perpendicular) con v‖ = 0.
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Figura 3.9: Movimiento de una partícula en presencia de un campo magnético no uniforme
(Gradiente perpendicular) con v‖ 6= 0.
De 3.2 se tiene que la frecuencia es mayor para las regiones de campo magnético más
intenso por lo que necesariamente las partículas deben tener una mayor energía cinética
que en las regiones de menor intensidad. En este sistema de referencia, nuevamente aparece
un campo eléctrico inducido (virtual) producto del cambio de coordenadas. En este caso
el campo eléctrico se transforma E∗ = −V5⊥ ×B.3
Ahora, un caso de especial interés es la deriva por el gradiente paralelo al campo B
(Figura 3.10), en particular la conﬁguración de un espejo magnético. Dicha conﬁguración
consta de una zona central donde la intensidad del campo es mínima, a medida que nos
desplazamos (paralelamente a las líneas de campo) en una dirección u otra (Figura 3.11),
la intensidad del campo magnético empieza a aumentar. Al ángulo que existente entre la
trayectoria de la partícula (vector velocidad) y la dirección local del campo magnético se
le conoce como ángulo de paso.
De la ecuación(3.21) se tiene que para que el momento magnético permanezca cons-
tante (esto es µ0 = µ1) a medida que B aumenta v⊥ también deberá aumentar, de esta
forma existe un punto del campo donde la partícula alcanza su máxima energía cinética
perpendicular. Ahora, para que la energía cinética de la partícula se conserve se debe cum-
plir que T = T⊥ + T‖ = cte, así para el punto donde la energía cinética perpendicular es
máxima T = T⊥max , la energía cinética paralela deberá ser mínima T ‖= 0. Aquí la partí-
cula encuentra un punto de reﬂexión conocido como punto espejo. Como la conﬁguración
3Donde E∗ implica que el campo magnético se está midiendo en un marco de referencia que se desplaza
con el centro de guía.
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Figura 3.10: Movimiento de una partícula en presencia de un campo magnético no uniforme
(Gradiente paralelo).
que consideramos posee dos puntos espejo la partícula se verá reﬂejada en cada uno de
estos y quedará ﬁnalmente conﬁnada en el interior de las líneas de campo.
Nuevamente de la conservación del momento magnético se puede encontrar una condi-
ción para que la partícula pueda escapar del espejo magnético, se halla una relación entre
el campo magnético y la velocidad perpendicular de la partícula en los puntos de mínima









Con θ0 como el ángulo de paso de una partícula (en el punto de mínima intensidad)
que se reﬂejará en el punto Bm. De aquí se puede apreciar que partículas con ángulos
de pasos pequeños tendrán puntos espejos más alejados de la zona central (o del mínimo
de intensidad) del campo, esto es un Bm mayor. Si la partícula entra en una región del
campo magnético más intensa que Bm la ley de la conservación de la energía (dada a partir
de la conservación del momento magnético) podría ser violada y la partícula terminaría
escapando del espejo magnético. De esta forma puede pensarse en θ0 como el mínimo
valor del ángulo de paso que puede llegar tener una partícula para no escapar del espejo
magnético. Se establece así un angulo sólido alrededor de la línea del campo conocido como
cono de pérdida, ya que toda partícula que caiga dentro de este (que posea un θ < θ0) podrá
escapar [15].
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Figura 3.11: Conﬁnamiento de una partícula en un espejo magnético [27].
3.2.3.2. Deriva de curvatura de campo
Si la partícula se encuentra en presencia de un campo magnético curvado, esta experi-
mentará una deriva perpendicular a la línea de campo magnético y al radio de curvatura
de esta (Figura 3.13). Esta deriva es generada por la fuerza centrífuga que experimenta la







Nuevamente de la dependencia de VR respecto a la carga y la masa de la partícula, se
producen corrientes dadas por [25]:





En el caso de que un campo magnético curvado presente también un gradiente perpen-
Figura 3.12: Cono de pérdida [25].
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Figura 3.13: Movimiento de una partícula en presencia de un campo magnético curvado.
dicular, la velocidad de deriva de la partícula puede calcularse a partir de la combinación







b×5B + v‖b (3.19)
3.2.4. Invariantes adiabáticos
Del principio de acción, se tiene que en el movimiento de una partícula es posible encontrar
una cantidad la cual permanece constante durante la evolución temporal de la trayectoria




En la teoría adiabática estas cantidades se conocen como invariantes adiabáticos. En
la naturaleza no es posible encontrar fenómenos perfectamente periódicos, esto debido a
la gran cantidad de variables externas que se encuentran constantemente afectándolos. No
obstante existen sistemas cuyo comportamiento puede ser suﬁcientemete aproximado a un
comportamiento periódico, sistemas donde a pesar de existir una perturbación externa
que produce variaciones (espaciales y/o temporales) en estos, dichas variaciones son tan
lentas que no lo afectan signiﬁcativamente. Así pues, los invariantes adiabáticos pueden
ser considerados como cantidades que se conservan bajo ciertas condiciones del sistema y
sus perturbaciones. Estas cantidades juegan un papel fundamental en la descripción de un
sistema de gran cantidad de partículas debido a que permiten describir el comportamiento
de un conjunto de partículas dado y no tener que hacerlo de forma individual [17].
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3.2.4.1. Primer invariante adiabático
El primer invariante adiabático es el momento magnético µ, y está relacionado con el
primer tipo de movimiento analizado anteriormente (Movimiento del ciclotrón 3.2.1).Con-
siderando que v‖ = 0 el momento magnético de una partícula cargada que describe una








Si se considera ahora que la partícula posee una velocidad paralela diferente de cero, el
momento magnético de la partícula se verá afectado y es aquí donde éste toma su carácter
de invariante adiabático. Este será satisfecho siempre que la variación sea lo suﬁcientemente
pequeña en comparación con el movimiento del ciclotrón es decir: v‖  vc.Es importante
notar que para una partícula virtual en la aproximación del centro de guía, el momento
magnético siempre es una constante de movimiento [16].
El momento magnético se encuentra relacionado con la integral de acción por medio






3.2.4.2. Segundo invariante adiabático
Al segundo invariante adiabático se le conoce como el invariante longitudinal I, el cual está
asociado con el movimiento de una partícula atrapada en un espejo magnético (3.2.3.1).
Como la partícula está constantemente reﬂejándose en cada uno de los puntos espejo, esta
termina describiendo un movimiento `periódico'. Este movimiento se hace más evidente al
realizar una aproximación del centro de guía donde el movimiento de la partícula virtual
es puramente paralelo a las líneas de campo (Figura 3.18). Puesto que la conﬁguración
del campo para un espejo magnético es no uniforme, debido a la curvatura de este, la
partícula presenta una deriva haciendo que el movimiento no sea perfectamente periódico.
La condición para que dicho invariante no sea violado es que VD  v‖.














El invariante longitudinal implica que la trayectoria de una partícula puede ser bien
deﬁnida simplemente conociendo su punto espejo Bm y el parámetro de capa L.4 De donde
4Que puede entenderse como la distancia desde el centro de la tierra hasta una línea de campo dada,
normalizada a radios terrestres (RE) sobre el plano ecuatorial, y del cual se hablará en más detalle en la
siguiente sección.
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surge la necesidad de establecer un sistema de coordenadas deﬁnido a partir de estos dos
parámetros5 que simpliﬁquen la descripción de la trayectoria de la partícula [17].
3.2.4.3. Tercer invariante adiabático
El tercer invariante adiabático es el ﬂujo magnético Φ. Éste aparece debido a las derivas
generadas por las no uniformidades del campo magnético. Bajo cierta simetría de campo
la trayectoria seguida por la partícula debida a la acción de las derivas puede ser cerrada,
así se generan superﬁcies de deriva (Figura 3.20) que, asumiendo que el campo magnético
no depende del tiempo, encerraran un ﬂujo constante de líneas de campo. La integral de







3.3. Dinámica de partículas atrapadas
Para entender el entorno de radiación, en primer lugar se debe entender cómo las partículas
cargadas se mueven en el campo magnético de la tierra [17]. Por esto, inicialmente se
pretende entender la conﬁguración del campo y cómo este puede ser descrito, para luego
proseguir con el análisis de la trayectoria de una partícula con base en lo estudiado en la
anterior sección (3.2).
3.3.1. Aproximación dipolar del campo magnético terrestre
Aunque el campo magnético terrestre sufre una deformación ocasionada por los vientos so-
lares, existe una región (hasta aproximadamente 6 RE) donde éste puede ser aproximado
a un dipolo magnético. Las partículas que pueden quedar atrapadas en esta región forman
parte de los cinturones de radiación [25].
(a) En dos dimensiones. (b) En tres dimensiones.
Figura 3.14: Líneas de campo para un dipolo magnético.
5Sistema de coordenadas de Mcllwain.
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En la conﬁguración de un dipolo magnético pueden observarse características relevantes
que determinan el comportamiento de las partículas presentes. Antes que nada es preciso
notar que el campo presenta simetría azimutal. También es importante mencionar que las
líneas de campo conﬂuyen en los polos, así, la intensidad del campo magnético en estas
regiones toma su valor máximo. Al alejarse de cada uno de los polos magnéticos siguiendo
las líneas de campo hasta la zona central lo que se tiene es que la intensidad del campo
magnético empieza a disminuir hasta alcanzar su valor mínimo en el ecuador. Estás carac-
terísticas son propias de la geometría de un espejo magnético (sección 3.2.3.1). Finalmente
puede añadirse que el campo presenta otro tipo de inhomogeneidad debido a la curvatura
de las líneas de campo.
Debido a la geometría del campo el sistema de coordenadas más adecuado para su
descripción son las coordenadas esféricas (r, θ, φ), además también resulta útil introducir
un parámetro conocido como el parámetro de capa L o parámetro de Mcllwain el cual
permite describir una línea del campo en particular. La identiﬁcación de dicha línea de
campo se logra mediante el punto de intersección de la línea con un plano de referencia,
en este caso el plano ecuatorial [16]. Así, ﬁnalmente una línea B(L, λ) de campo puede
ser dada en términos de dos parámetros; L para la coordenada radial y el ángulo λ medido
desde el plano ecuatorial para la coordenada polar, dónde la componente φ desaparece





1 + 3 sin2 λ
cos6 λ
(3.25)
el parámetro L puede ser entendido como la máxima distancia (normalizada en radios








Al analizar el comportamiento de una partícula cargada en la conﬁguración descrita, se
encuentra que es posible reconocer tres tipos de movimiento cuasiperiódicos característicos
que describe la partícula.
Figura 3.15: Líneas de campo para diferentes valores de L.
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(a) Para un protón. (b) Para un electrón.
Figura 3.16: Trayectoria de una partícula cargada en un dipolo magnético.
3.3.2. Movimiento de Ciclotrón
Como se ha mencionado, la simple existencia de un campo magnético genera un movimien-
to ciclotrónico de la partícula cargada a lo largo de las líneas de campo, y cuyo invariante
adiabático asociado es el momento magnético. Este tipo de movimiento es el que posee una
mayor frecuencia (o lo que es equivalente un periodo menor) de los tres tipos de movimien-
tos. Dado que el radio de Larmor depende de la intensidad del campo magnético (3.1) la
trayectoria circular de la partícula será más abierta en la línea ecuatorial que en los polos.
Como la condición para que un invariante sea violado es que este se encuentre bajo una
perturbación de frecuencia mayor a la del movimiento; (para este caso la frecuencia del
ciclotrón) esto es ω ≥ ωc este invariante difícilmente es violado y por tanto este tipo de
movimiento en el mayor de los casos estará presente [16].
3.3.3. Movimiento de Espejo
Debido a que el campo magnético de la tierra puede ser considerado como un espejo magné-
tico natural, partículas de los vientos solares, ionosfera u otras regiones de la magnetosfera
terrestre que ingresan en los cinturones de radiación podrían terminar siendo atrapadas por
el campo magnético. Las partículas aquí atrapadas además de su movimiento de ciclotrón
realizan un movimiento (sección 3.2.3.1) a lo largo de las líneas de campo6. Este último
puede ser analizado de forma más clara al realizar una aproximación del centro de guía.
La razón de que la partícula virtual siga la curvatura del campo magnético se debe a
la existencia de una deriva producida por la presencia de una fuerza de Lorentz, producto
esta de la misma inhomogeneidad del campo (Figura 3.17). Al incluir esta fuerza en la





6Para indicar la dirección local de las líneas de campo magnético se usará el vector unitario eˆ.
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Figura 3.17: Movimiento del CG a lo largo de una línea de campo curvada [16].
Además de la fuerza que obliga a la partícula a seguir la línea de campo, la partícula
la partícula experimenta una fuerza paralela a las líneas de campo magnético, esta fuerza
es conocida como fuerza espejo y está dada por:




Debido a que la fuerza espejo depende de la intensidad del campo magnético, la partí-
cula se verá acelerada en el ecuador y desacelerada en los polos. Es gracias a esto que la
partícula puede cambiar de dirección en puntos espejos y por tanto reﬂejarse, para quedar
ﬁnalmente atrapadas. [16]. De la ecuación (3.16) se puede determinar el punto en el cual





O dado en términos de la latitud terrestre λm:
sin2 θ0 =
cos6 λm
(1 + 3 sin2 λm)1/2
(3.30)
Para el caso del dipolo terrestre es conveniente deﬁnir el punto de referencia para el
ángulo de paso en el plano ecuatorial α0 = αeq. También cabe destacar que el punto espejo
Bm toma su valor mínimo para una partícula con un ángulo de paso de 90◦ por lo que esta
termina reﬂejándose sobre el ecuador terrestre. En otras palabras la partícula no contará
con un movimiento de rebote a lo largo de la línea de campo. Esto se debe a que para un
ángulo de paso de 90◦ la velocidad paralela de la partícula v‖ = v sin θeq se hace cero.
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(a) Para un protón. (b) Para un electrón.
Figura 3.18: Trayectoria del centro de guía de una partícula cargada en un dipolo magné-
tico.
El periodo de este tipo de movimiento se le llama periodo de rebote. Éste es el tiempo
que le toma a la partícula partiendo desde el plano ecuatorial, pasar por cada uno de los



















De aquí es posible concluir dos aspectos importantes. El primero, que aunque un án-
gulo de paso ecuatorial mayor implica que los puntos espejos se encuentren a una mayor
latitud y por tanto podría pensarse, un periodo de rebote mayor, un ángulo de paso mayor
también implica una menor velocidad paralela por lo cual el periodo de rebote termina
siendo menor. Y el segundo, que la dependencia respecto a la masa implica que los iones
tendrán un periodo de rebote mayor a la de los electrones, aun cuando ambos posean la
misma energía cinética.




· eˆ = −µ∇‖B (3.33)
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Figura 3.19: Puntos espejos de una partícula en el dipolo magnético [16].
Cerca de la línea ecuatorial, donde el campo magnético terrestre tiene su mínimo de
intensidad, el movimiento de la partícula puede ser apróximado al de un oscilador armónico




· eˆ = −ks (3.34)











Finalmente, no está de más recordar que el invariante adiabático asociado a este mo-
vimiento de la partícula a lo largo de las líneas de campo es el invariante longitudinal.
3.3.4. Movimiento de Deriva
Debido a que las líneas de campo magnético terrestre presenta una curvatura, de la sec-
ción 3.2.3.2 se tiene que las partículas atrapadas en el espejo magnético además de su
movimiento espejo, experimentan una deriva perpendicular al radio de curvatura R0 y a
la trayectoria de la partícula a lo largo de la línea de campo. Como resultado la partícula
describe un movimiento adicional alrededor de la tierra donde esta va cambiando de líneas
de campo (líneas guías), y por tanto también de puntos espejo a medida que realiza su
movimiento espejo. A esta deriva se le conoce como Deriva de capa y es debido a que es
posible imaginarse una superﬁcie (o capa de deriva) sobre la cual la partícula se desplaza
a medida que realiza su movimiento de deriva. Esta superﬁcie se encuentra delimitada
por dos curvas que contienen cada uno de los puntos espejo en los que la partícula irá
reﬂejando [16]. Gracias a la simetría del dipolo magnético terrestre, para una misma par-
tícula todos los puntos espejos se encuentran ubicados a la misma latitud. A su vez la
simetría del campo permite que las capas de deriva sean superﬁcies cerradas. Debido a que
como se mencionó en la sección anterior, el ángulo de paso inicial determina la ubicación
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Figura 3.20: Capa de deriva para una partícula con α0 = 45◦, T = 107eV y L = 4
de los puntos espejo, éste también determinará la forma de la capa de deriva de la partícula.
El periodo de este movimiento es el tiempo que le toma a la partícula realizar un giro





Donde la velocidad angular ω = dφ/dt se toma sobre un ciclo de rebote de la partícula.
Nuevamente se puede llegar a una expresión ﬁnal para el periodo de deriva al realizar una




(0,35 + 0,15sinαeq) (3.38)
Puesto que el periodo de deriva es independiente de la masa de la partícula, tanto iones
como electrones derivan a la misma velocidad. Sin embargo se debe recordar de 3.17 que
las direcciones de deriva para iones y para electrones serán opuestas y que por tanto este
tipo de deriva genera corrientes. Así, para partículas con un ángulo de paso αeq = 90◦ las
cuales se reﬂejan en la línea ecuatorial se crean corrientes a las cuales se les conoce como
corrientes de anillo. Estas corrientes circulan al interior de los anillos de radiación,y son
muy importantes en los procesos de perdidas de partículas. Las corrientes de anillos están
dadas por:
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Figura 3.21: Movimiento de una partícula con ángulo de paso αeq = 90◦ a la cual se le





3.4. Entorno de radiación terrestre
Sin embargo, es claro que no se puede limitar el estudio de los cinturones de radiación a
la dinámica de una sola partícula. La descripción completa del movimiento de todas las
partículas atrapadas implica solucionar un sistema de tantas ecuaciones como partículas
presentes, no sólo esto, también se hace necesario considerar las interacciones entre partí-
culas y los campos generados por ellas. Debido a la gran cantidad de partículas presentes
en los cinturones de radiación, no es práctico buscar una solución analítica.
3.4.1. Flujo de partículas cargadas
Con el ﬁn de familiarizarse con la forma en la cual son medidos y representados los datos
en estos modelos, se hace importante en una primera instancia introducir una serie de
conceptos y magnitudes.
Flujo de partículas: Se deﬁne como el número de partículas con energías superiores
a un valor umbral y que atraviesan una superﬁcie por unidad de tiempo. El ﬂujo es
diferencial si las energías de las partículas se encuentran dentro de un rango E y
E+ dE. Si el ﬂujo se mide en una dirección en particular se considera unidireccional
si dicha dirección se encuentra dentro de un ángulo sólido dΩ [17].
Flujo diferencial unidireccional: Es el número de partículas de cierta energía
(que se encuentra dentro del rango E y E + dE), que caen en el interior de una
unidad de ángulo sólido dΩ (orientado en la dirección (θ, φ)) y que posteriormente
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Figura 3.22: Deﬁnición del ﬂujo diferencial unidireccional [17].
inciden en una unidad de área dA (perpendicular a la dirección de medición) durante
un intervalo de tiempo dt. El ﬂujo diferencial unidireccional es una característica
local de un ensamble de partículas, la cual asigna a cada punto del espacio y a cada
dirección un valor numérico [17].
j = j(r, t, E, θ,Φ) (3.40)
Flujo integral unidirecconal: Es la intensidad de todas las partículas con energías





Flujo omnidireccional: Se deﬁne como el ﬂujo de partículas integrado en todas
las direcciones. Puede entenderse como el número de partículas que en una región
del espacio (especiﬁcadas por los valores de L y B), atraviesan una esfera de prueba
de área de sección transversal unitaria. Esto implica que el ﬂujo de partículas se





El ﬂujo integral omnidireccional J≥E nuevamente constituye la intensidad de todas
las partículas con energías iguales o superiores a E, pero está vez que llegan desde
cualquier dirección.
En el espacio, la medición del ﬂujo de partículas se realiza mediante detectores que
se encuentran orientados en una dirección particular y los cuales operan en un rango de
energías deﬁnido. Así, el número de partículas medido por un detector de área sensible dA
en un intervalo de tiempo dt está relacionado con el ﬂujo diferencial unidireccional medido
en un punto del espacio:
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dN(r, t, E, θ,Φ) = jdAdEdΩdt (3.43)
La geometría del detector juega un papel importante en la forma de detección de las
partículas, puesto que si el área del detector dA ρc2, lo que se mide es el ﬂujo de partícu-
las. Pero, si por el contrario dA ρc2 el detector estaría contando principalmente centros
de guía. No obstante la mayoría de los detectores usados en la medición de los cinturones
de radiación, son del segundo tipo [16].
El entorno de radiación terrestre está compuesto principalmente por protones (E >
1MeV ) y electrones (E > 40KeV ), y en menor medida por neutrones y por algunos tipos
de iones (E > 1MeV ) [17]. Este representa un continuo, protones y electrones de bajas
energías se extienden por todo el espacio. A pesar de esto es usual dividir los cinturones
de radiación en dos regiones con una propiedad fundamental que los diferencia; su estabi-
lidad. Una región interior que se extiende desde los cientos de kilómetros hasta distancias
menores a los 2,5RE compuesta de protones altamente energéticos y electrones de energías
medias. esta región se caracteriza por ser muy estable, y aunque la población de protones
varían con los ciclos solares, mientras la de electrones varía con tormentas geomagnéticas
estas variaciones no son demasiado grandes. La región exterior , la cual se extiende desde
regiones mayores a los 3RE está compuesta de protones de bajas energías y electrones de
altas energías, estos últimos están fuertemente inﬂuenciados por eventos solares. Existe una
región entre los dos 2RE y los 3RE donde la población de electrones presenta un mínimo
de intensidad, esta región se conoce como ranura.
Como ya se ha establecido, el comportamiento de las partículas cargadas en el interior
de los cinturones de radiación, se encuentra controladas por el campo magnético terrestre,
es por esto que el modelo del campo juega un papel muy importante en la descripción
del entorno de radiación. La exactitud del modelo, depende en una buena medida de
la exactitud del modelo del campo magnético terrestre. Como este varía lentamente con
el tiempo (0,05 % por año), el modelo del campo magnético debe ser actualizado cada
cierto periodo de tiempo. Es muy importante que el modelo de campo magnético utilizado
sea de la misma época (o una cercana) de cuando fue diseñado el modelo del entorno de
radiación terrestre. Este modelo puede establecerse mediante la medición directa del campo
magnético o mediante modelos numéricos(computacionales) del mismo. Sin embargo para
los propósitos de este trabajo, se hará uso nuevamente de una aproximación dipolar del
campo magnético para describir el entorno de radiación.
3.4.2. Modelos AE/AP
Los modelos AE/AP, son una serie de modelos diseñados por la NASA entre la década de
los sesenta y setenta, los cuales buscan representar el entorno de radiación terrestre. Con
el objetivo de simpliﬁcar la representación de datos, estos modelos dividen el entorno de
radiación terrestre en varias regiones del espacio, rangos de energía tipos de partículas y
épocas. Existen muchas formas diferentes de modelar el entorno de radiación de la tierra,
sin embargo, el uso de los invariantes adiabáticos y de las coordenadas de Mcllwain (dadas
en términos de los valores B y L) permiten representarlo de forma estandarizada. De esta
forma, mediante los modelos AE/AP se puede representar el ﬂujo omnidireccional de elec-
trones y protones de un rango de energías, especiﬁcado por las cordenadas B-L. Para la
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construcción de estos modelos se requirió de la información recolectada por varios satélites,
en diferentes épocas, para poder abarcar gran parte del espacio del entorno de radiación y
contemplar su variación en el tiempo. Dado que la información es recolectada por diversos
satélites con diferentes tipos de instrumentación, para poder hacer uso de esta se genera
la necesidad de conocer bien la geometría y la eﬁciencia de los sensores y de presentar en
un mismo formato la magnitud medida [17].
Para la representación de dichos modelos, se escribe el ﬂujo integral omnidireccional
como el producto de dos funciones, una que depende de la geometría del espacio F, y otra
que depende del espectro de energías N. La función F da información de como varía el ﬂujo
J en el espacio para una energía ﬁja E1, mientras N brinda información de como varía J
cuando varía el límite E1 [21].
J(> E,B,L) = F (B,L)N(E,B,L) (3.44)
Se ha comprobado de forma experimental, que la función para el espectro de energías
para algunos caso cumple con una ley exponencial, mientras para otros, se comporta mejor
como una ley de potencias.
J(> E,B,L) = F (B,L)e
E1−E
E0(BL) (3.45)






La serie de modelos AE/AP desarrollados a lo largo de los años son:
Modelo Partículas Rango E MeV Rango L Ciclo solar Fecha de publicación
AE1 Electrón > 0,5 1,2 a 3,0 Mínimo 1966
AE2 Electrón > 0,04 1,2 a 6,0 Mínimo 1966
AE3 Electrón > 0,04 6,6 1967
AE4 Electrón > 0,04 3,0 a 11,0 Mínimo y Máximo 1972, 1974
AE5 Electrón > 0,04 1,2 a 3,0 Máximo 1972, 1974
AE-5P Electrón > 0,04 1,2 a 2,8 Mínimo 1975
AE6 Electrón > 0,04 1,2 a 2,8 Máximo 1976
AP1 Protón 30 a 50 1,2 a 2,8 Mínimo 1966
AP2 Protón 15 a 30 1,2 a 3,9 Mínimo 1966
AP3 Protón > 50 1,2 a 2,8 Mínimo 1966
AP4 Protón 4 a 15 1,2 a 3,9 Mínimo 1966
AP5 Protón < 4 1,2 a 6,6 1967
AP6 Protón 4 a 30 1,2 a 4,0 1969
AP7 Protón > 50 1,15 a 3,0 Máximo 1970
Tabla 3.1: Modelos AE/AP [21].
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3.4.2.1. Modelos AE8 y AP8
Como puede verse en la tabla 3.1, los modelos del entorno de radiación diseñados sólo
ofrecían información de una región del espacio y en un rango de energías en particular,
el modelo AP8 (publicado en 1976) se basaba en 4 modelos anteriores; AP1, AP5, AP6
y AP7, y fue diseñado para representar el entorno de radiación de protones en regiones
de L = 1,0 a L = 11,0 y en un rango de energías de 0,1 a 400MeV en un sólo modelo.
Este incluye nuevas mediciones además de una versión del modelo para un máximo solar.
Aunque el modelo es válido solo hasta L = 6,6 para valores de L superiores a este se usa
una extrapolación de los datos asumiendo un ﬂujo de cero para L = 11,0 AP8MAX [23].




Al igual que el modelo AP8, el modelo AE8(publicado en 1991) cuenta con una versión
para el máximo y el mínimo solar. Este representa el entorno de radiación para los elec-
trones y consta de 3 regiones: La región interior dada desde L = 1,2 hasta L = 2,4 la cual
está construida con base a los modelos AE-5P y AE6. La región de transición dada entre
L = 2,4 y L = 3,0 y una región exterior que va desde L = 3,0 hasta L = 11,0 contruida por
medio del modelo AE4 y la incorporación de nuevas mediciones [18]. El rango de energías
que abarca este modelo es desde los 0,04MeV hasta los 7MeV . En la región interior el
ﬂujo de partículas toma la forma:
j(E,αeq, L, T ) = a(αeq, L, T )Ee
−E
X(αeq,L,T ) (3.48)
Donde las funciones a(αeq, L, T ) y X(αeq, L, T ) están deﬁnidas como:




sinp αe−αc si αc ≤ αeq < αe
ar(L, T ) si αe ≤ αeq ≤ 90◦
(3.49)





si αc ≤ αeq < αe
Xr(L, T ) si αe ≤ αeq ≤ 90◦
(3.50)
Aquí ar, p, αe, Xr y n son funciones tabulares [18] y αc representa el ángulo de paso
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bc1 =
{
0,6572L3,452 si 1,2 ≤ L ≤ 3,23
1,0523L3,050 si 3,23 < L
(3.52)
Para la región exterior, los promedios temporales de los ﬂujos de partículas son válidos
sólo para periodos de tiempos mayores a varias semanas, para periodos menores, debido a
la constante variación del campo magnético ocasionada por los vientos solares, es necesario
realizar un tratamiento estadístico del problema [21]. La función de distribución en la
práctica está dada por probabilidad de que un ﬂujo tome un determinado valor que se
encuentre dentro de un rango establecido:
P (J > Js) =
Tiempo que J > Js
Tiempo total de muestreo
(3.53)
Aquí, la densidad de probabilidad para el ﬂujo de partículas puede ser representado
adecuadamente por una distribución normal, así la probabilidad de que el ﬂujo J exceda
el límite Js:










Donde z = log10(J). De aquí es posible calcular el valor medio de J como:
log10J




Con k = ln(10).
Sin embargo dichos modelos poseen algunas diﬁcultades que valen la pena ser mencio-
nadas: Por un lado estos presentan la necesidad de ser actualizados cada cierto periodo de
tiempo para garantizar su exactitud, idealmente para periodos menores a los ciclos solares
(11 años aproximadamente) lo cual resulta poco práctico. Como dichos modelos sólo con-
templan la variación temporal del entorno de radiación para periodos tan extensos como
los ciclos solares no es posible analizar variaciones a corto plazo, y aunque para la región
exterior del modelo AE se realizó un tratamiento estadístico, este se encuentra sesgado
para unas pocas tormentas geomagnéticas [17]. Para la región interior del modelo AE la
población de partículas estuvo mucho tiempo contaminada por la presencia de electrones
que fueron introducidos por detonaciones nucleares a grandes altitudes, de las cuales la
más importante constituyo la `starﬁsh' realizada el 9 de julio de 1962, y para la cual la
radiación artiﬁcial introducida demoró cerca de 8 años en desaparecer por completo [21].
Finalmente, su cobertura no es total, existen regiones sobre las cuales no se poseen suﬁ-
ciente cantidad de datos y el realizar interpolaciones implica aumentar la incertidumbre
del modelo.
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3.4.3. Procesos de intercambio de partículas
Como se mencionó en la sección 3.2.3 las partículas en el interior de un espejo magnético
pueden escapar bajo ciertas condiciones. Estás condiciones son básicamente la violación
de alguno de los invariantes adiabáticos, o la precipitación de las patículas en el cono de
pérdida. Sin embargo, las mediciones realizadas en el entorno de radiación, han mostrado
que el ﬂujo de partículas en largos periodos de tiempo, permanece notablemente constante
[9]. Por lo que necesariamente se están renovando las poblaciones de partículas que escapan
de los cinturones de radiación. Es decir, estos no son un sistema estático, sino que existen
en ellos una continua dinámica de intercambio de partículas entre la ionósfera y el cinturón
interior, entre el cinturón interior y el cinturón exterior, y entre el cinturón exterior y el
medio interplanetario.
3.4.3.1. Procesos de pérdidas
Los principales mecanismos de pérdidas en los cinturones de radiación están dados por:
Colisiones: Se genera cuando una partícula atrapada colisiona bien sea con otra
partícula cargada, o con una partícula neutra. Este fenómeno es predominante en
el cinturón interior (Principalmente en la anomalía del atlántico sur), debido a que
a bajas altitudes la densidad de partículas en la atmósfera aumenta, y por tanto la
posibilidad de que una colisión entre partículas se produzca. La interacción coulom-
biana entre partículas puede generar que estas reduzcan su energía cinética o cambien
la dirección de su trayectoria [21]. El primer caso se da principalmente para proto-
nes que poseen un punto espejo a muy bajas altitudes, y que por lo tanto, pueden
interactuar con partículas de la atmósfera reduciendo su velocidad. Si la velocidad
de la partícula se reduce lo suﬁciente, alguno de los invariantes adiabáticos puede ser
fácilmente violado y escapar de los cinturones de radiación. Por otro lado, aunque
es un fenómeno que también afecta a los protones, los electrones se dispersan más
fácilmente que estos debido a su reducida masa, estos cambian su dirección de des-
plazamiento (y por tanto su ángulo de paso), precipitándose así en el cono de pérdida
(a) Flujo omnidireccional de protones (E >
10MeV ).
(b) Flujo omnidireccional de electrones (E >
1MeV ).
Figura 3.23: Modelos AE-8MAX y AP-8MAX [3].
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y ﬁnalmente escapando.
Intercambio de cargas: Algunas corrientes de anillo pueden encontrarse en las
regiones más externas de la atmósfera terrestre, donde la densidad de partículas es
baja. En estas regiones las pérdidas por colisiones no son signiﬁcativas. Sin embargo
protones de los anillos de corriente pueden interactuar con átomos neutrales de la
atmósfera. El proceso de intercambio de cargas, se da precisamente cuando protones
moviéndose a una velocidad considerable (alrededor de los 100KeV ) desprenden un
electrón de un átomo de la atmósfera, dando como resultado una partícula neutra
que se desplaza a gran velocidad (la cual no se ve afectada por el campo magnético
de la tierra) y que escapa de los cinturones de radiación, además de un ion de bajas
velocidades que no contribuye con la población de los anillos de corriente, y que
termina combinándose con las partículas de las plasmosfera [25]. Este mecanismo de
pérdida es poco signiﬁcativo para protones altamente energéticos (energías superiores
a 1MeV ).
p+ra´pido +Alento = Hra´pido +A
+
lento (3.56)
Interacción onda partícula: Existen dos mecanismos principales por medio de los
cuales una partícula en los cinturones de radiación puede ser acelerada por la interac-
ción con una onda electromagnética, el primero se conoce como aceleración de Fermi,
y ocurre debido a la perturbación del campo magnético terrestre, el cual actúa como
un espejo magnético móvil, que acelera o desacelera (aleatoriamente) las partículas
en cada uno de sus puntos espejo. El campo magnético de la tierra no puede atrapar
las partículas si su energía es demasiado grande, si por el contrario su energía es de-
masiado baja nuevamente pueden ser violados algunos de los invariantes adiabáticos.
Este proceso de pérdida es predominante en el cinturón de radiación exterior, debi-
do a que en esta región el campo magnético terrestre es perturbado en mayor medida.
Otro mecanismo de aceleración se da por el fenómeno de resonancia que ocurre cuan-
do ondas electromagnéticas con frecuencias cercanas a la de la partícula, provenientes
del medio exterior o en el interior de la magnetósfera terrestre, interactuan con las
partículas atrapadas. Este proceso se da principalmente a grandes altitudes para
protones de altas energías lo que puede explicar la ausencia de estos en el cinturón
exterior [21].
Figura 3.24: Mecanismo de aceleración de Fermi en un espejo magnético.
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Figura 3.25: Cono de pérdida en el dipolo magnético terrestre [20].
La relación del cono de pérdida dada en términos parámetro de capa L:
sin2αl = (4L
6 − 3L5)−1/2 (3.57)
Implica que partículas en las capas más lejanas de los cinturones de radiación poseen
un ángulo de paso menor, que a su vez signiﬁca que su punto espejo se encuentra a una
mayor latitud (Ecuación 3.16), o lo que es igual en zonas cercanas a la atmósfera terrestre.
De aquí también que las partículas del cinturón exterior son menos estables que las del
cinturón interior y por tanto pueden escapar más fácil.
3.4.3.2. Fuentes de partículas cargadas
El ﬂujo de partículas en el interior de los cinturones de radiación puede aumentar debido a
la creación de estas o mediante su difusión. Las partículas presentes en el cinturón interior
son creadas allí, mientras las fuentes del cinturón exterior normalmente son partículas
que se desplazan desde el cinturón interior o que ingresan desde diferentes zonas de la
magnetósfera terrestre.
Decaimiento de neutrones de la radiación cósmica de Albedo (CRAND):
Es la principal fuente de los protones atrapados en el cinturón interior. Radiación
cósmica de alta energía puede penetar en la atmósfera terrestre e interactuar con las
partículas de allí presentes. Producto de esta interacción se crean neutrones, de los
cuales una cierta cantidad logran escapar sin generar otras interacciones adicionales.
Otros por el contrario, logran llegar hasta los cinturones de radiación donde poste-
riormente decaen en un protón, un electrón y un antineutrino donde las partículas
cargadas quedán atrapadas [9]. Existe un proceso similar conocido como SPAND
(Decaimiento de neutrones de protones solares de Albedo) que a diferencia del ante-
rior, la fuente de neutrones ya no son los rayos cósmicos sino protones de los vientos
solares que poseen una menor energía cinética que los primeros, y que por tanto en
su interacción con la atmósfera producen partículas de menor energía. En el cintu-
rón exterior también se dan procesos de creación de partículas pero a menor escala.
Partículas de la magnetósfera terrestre pueden recombinarse formando neutrones que
pueden llegar hasta el cinturón exterior y posteriormente decaer.
Radiación externa: Partículas provenientes de la radiación exterior pueden ter-
minar siendo atrapadas por los cinturones de radiación. Estas partículas pueden
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Figura 3.26: Decaimiento de neutrones de la radiación cósmica de Albedo (CRAND) [21].
provenir tanto de la radiación cósmica galáctica como de la radiación solar. Debido
a que la radiación cósmica galáctica es de muy alta energía, existen pocas posibi-
lidades de que estas partículas sean atrapadas. Por el contrario, la radiación solar
constituye una fuente permanente. El sol está constantemente emitiendo radiación al
medio interplanetario, estas partículas de bajas energías normalmente son desviadas
por el campo magnético de la tierra, sin embargo algunas de ellas pueden ingresar a
la magnetósfera terrestre por las cúspides polares [21]. En las tormentas solares gran
cantidad de partículas altamente energéticas son expulsadas, estás partículas según
su energía, pueden ganar acceso a la magnetósfera terrestre desde diferentes zonas
(Tabla 3.2).
También existe una dinámica entre los cinturones de radiación interior y exterior. Co-
mo ya se ha mencionado, las partículas al interior de estos describen un movimiento
periódico alrededor de una capa de deriva. Si embargo constantes perturbaciones
del campo magnético pueden producir que las partículas se vean aceleradas radial-
mente,haciendo que estas cambien su capa de deriva. Generándose así una constante
difusión de partículas entre el cinturón interior y el cinturón exterior.
Lugar Partícula Energía Tiempo de viaje [min] Región de acceso [RE ]
Cola magnética
Electrones > 40KeV ∼ 10 5000
∼ 50KeV 1,7 900
Protones 0,7− 40MeV 15− 120 1000
0,6− 1,2MeV 30− 60 1400− 2800
Capa polar
Electrones ∼ 50KeV ∼ 1 600
Protones
0,5− 4,2MeV ∼ 30 1400
1MeV 7− 40 420− 2400
∼ 0,35MeV ∼ 60 2200
Magnetosfera Protones
> 12MeV 15− 110
85− 95MeV 5− 10
1− 15MeV 30− 240
20MeV 10




Este trabajo se clasiﬁca dentro de la modalidad de investigación básica. Consiste en una
monografía la cual busca recopilar una parte de la información básica existente sobre el
problema de partículas atrapadas en los cinturones de radiación, y cómo dicho problema
puede ser abordado desde la simulación computacional o desde un modelo experimental del
mismo, pero, en todo caso, siempre utilizando herramientas computacionales para realizar
el tratamiento de los datos. Se hará uso del lenguaje de programación Python, por ser
este de distribución libre, brindar gran variedad de herramientas útiles en la programa-
ción cientíﬁca y por la simplicidad del mismo lenguaje. Más especíﬁcamente se utilizará
la distribución Anaconda, la cual simpliﬁca de forma signiﬁcativa la administración y el
uso de paquetes o librerías, además de posee el editor Spyder, el cual es un entorno con
características similares a MATLAB.
Se procurará inicialmente simular el comportamiento de una sola partícula en la presen-
cia de campos eléctricos y magnéticos. Esto se hará para la trayectoria normal (partícula
real), y para la aproximación del centro de guía (partícula virtual). Para cada uno de los
casos analizados, y tanto para la partícula real como para la virtual, se diseñará un progra-
ma en el cual se soluciona la ecuación de movimiento mediante el método Runge Kutta de
cuarto orden. Se analizarán cinco casos de particular interés. El primero y más elemental
de todos, el de una partícula en un campo magnético uniforme, luego se añadirá una fuerza
externa eléctrica la cual deberá modiﬁcar la trayectoria de la partícula y por tanto, del
centro de guía, dando lugar al segundo caso de estudio. Los últimos tres casos corresponden
al estudio de campos magnéticos no homogéneos. No homogéneos por la presencia de un
gradiente que puede ser perpendicular a la dirección del campo, paralelo a este, ó por la
curvatura en las líneas de campo magnético. La importancia de estudiar cada uno de estos
casos por separado, radica en el hecho de que permite identiﬁcar de forma característica
movimientos independientes, los cuales pueden componerse para analizar trayectorias de
partículas en conﬁguraciones de campos más complejas.
Ahora bien, un caso de especial importancia es para la conﬁguración del campo magné-
tico terrestre, debido a que el objetivo principal del trabajo consiste en entender de forma
general el comportamiento de las partículas en este (comportamiento promedio y leyes
físicas que intervienen), se considerará un caso ideal (aproximando el campo magnético
terrestre a un dipolo centrado y no rotado), con el ﬁn de simpliﬁcar el problema sin dejar
perseguir este objetivo. Aquí, nuevamente para una sola partícula, se estudiará el proble-
ma de forma más detallada, variando los parámetros de entrada del programa y viendo
cómo esto afectan la trayectoria de la partícula, y así, identiﬁcar aquellos que resultan
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más relevantes. También se calcularan variables importantes del sistema como la velocidad
de la partícula, la energía y el periodo de los distintos movimientos presentes para poder
compararlos con los valores teóricos.
Una vez estudiado el caso de una partícula individual, se estudiará un sistema de
partículas, para lo cual, se eligió un modelo experimental. Debido a la enorme complejidad,
tiempo de duración y altos costos que conllevan el diseño de un modelo experimental en
este aspecto (puesto que requiere de una gran cantidad de mediciones y de un equipo
instrumental especializado), se implementará un modelo ya existente. El modelo ha utilizar
será el modelo AE/AP diseñado por la Nasa para le descripción del entorno de radiación
(para protones y para electrones) alrededor de la tierra. Especíﬁcamente se usará la versión
AE8 y AP8, que corresponden a la versión más actualizada de dichos modelos, y que se
encuentran disponibles en [4].
Capítulo 5
Análisis de resultados
En la sección 3.3 se estableció que la trayectoria de una partícula cargada en el dipolo
magnético terrestre, depende de parámetros tales como: el valor de la capa L, el ángulo de
paso en el ecuador, la energía cinética o como tal del tipo de partícula.
(a) Para un protón con α0 = 20
◦, T =
107MeV y L = 4
(b) Para un protón con α0 = 45
◦, T =
107MeV y L = 4
(c) Para un protón con α0 = 85
◦, T =
107MeV y L = 4
(d) Para un protón con α0 = 90
◦, T =
107MeV y L = 4
Figura 5.1: Apróximación del centro de guía para la trayectoria de un protón en el dipolo
terrestre.
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Para el estudio del comportamiento de una partícula a partir de los códigos desarrolla-
dos primero se analizó su movimiento espejo. Por medio del código TrayectoriaCG_BDF.py
(verA.2), se observó de forma cualitativa la dependencia de la latitud de los puntos espejos
en función del ángulo de paso, este se vario para valores de α0 = 20◦, α0 = 45◦, α0 = 85◦ y
α0 = 90
◦ (Figura 5.1), veriﬁcando que al aumentar el ángulo de paso, la latitud a la cual
la partícula se reﬂeja empieza a disminuir, hasta que para 90◦ la partícula se reﬂeja en
el ecuador terrestre1. La relación entre la latitud a la cual se ubicarán los puntos espejos
en función del ángulo de paso de la partícula se muestra en la ﬁgura 5.2b, la línea con-
tinua representa los valores teóricos dados por la expresión 5.1, mientras los marcadores
representan los valores obtenidos a partir de la simulación.
sin2 θeq =
cos6 λm
(1 + 3 sin2 λm)1/2
(5.1)
Para Puntos_Espejo.py se halló que la latitud a la cual la partícula se reﬂeja es in-
dependiente del valor de capa L y que sólo depende del valor del ángulo de paso de es-
ta (Figura 5.2a), a pesar de esto, puede notarse que el camino que deberá recorrer la
partícula hasta cada uno de sus puntos espejos es diferente para los cada valore de L
(L = 2,L = 3,L = 4,L = 5 y L = 6) siendo mayor para las capas más lejanas, por
lo que es de esperarse que para estas capas el periodo de rebote también lo sea. En
Periodo_Rebote.py se calculó el periodo del movimiento de rebote de un protón en fun-
ción de L para diferentes valores de energía, primero para la trayectoria de la partícula
en el sistema de referencia original, luego para la aproximación del centro de guía. Estos
valores se muestran en la Figura 5.3. Se calcularon los respectivos errores (tomando como
valor teórico la aproximación dada por la expresión 5.2) y fueron consignados en las tablas
5.1 (a) y 5.1 (c).
(a) Latitud de los puntos espejo para dos partícu-
las con ángulos de paso de α0 = 30
◦ y α0 = 60◦
para diferentes valores de capa L.
(b) Latitud de los puntos espejo en función del
ángulo de paso de la partícula.
Figura 5.2: Latitud de los puntos espejo para el dipolo magnético.
1Para el caso de α0 = 85
◦, se puede ver que partículas que poseen puntos espejos cercanos al ecuador,
presentan un movimiento el cual se puede aproximar al de un oscilador armónico.
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(a) Para la trayectoria original. (b) Para la aproximación del centro de guía.





Luego se prosiguió a estudiar el movimiento de deriva. Para Trayectoria_BDF.py se
varió la energía cinética de la partícula para los valores de T = 106eV y T = 2 × 107eV .
Para ambos valores de la energía se utilizó un tiempo de simulación de 50s por lo que se
evidencia que partículas con mayor energía cinética se desplazan alrededor de la tierra a
una velocidad mayor que las partículas con una energía cinética menor, como cabe espe-
rar. Respecto a la dependencia de la velocidad de deriva respecto a L, se comprobó que
aquellas partículas que se encuentran en las capas más alejadas de la tierra experimentan
una velocidad de deriva alrededor de esta mayor que aquellas partículas que se encuentran
en regiones más cercanas (Figura 5.5a). Ya se había mencionado, que la trayectoria de la
partícula es la composición de tres tipos de movimientos Ciclotrón, Espejo y Deriva
(a) Para un protón con α0 = 45
◦, T = 106MeV y
L = 4.
(b) Para un protón con α0 = 45
◦, T = 2×107MeV
y L = 4.
Figura 5.4: Trayectoría de una partícula en el dipolo terrestre.
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(a) Proyección en el plano XY. (b) Eje Z en el tiempo.
Figura 5.5: Componentes de la trayectoria de una partícula en el dipolo terrestre.
cada uno de estos movimientos se hace más fácil de identiﬁcar, al separar cada una de sus
componentes como se muestra en las Figuras 5.5a y 5.5b. Esta operación a su vez permite
calcular computacionalmente el periodo de rebote y el periodo de deriva de la partícula. El
cálculo del periodo de deriva de muestra en la ﬁgura 5.6 y su error porcentual en la tabla
5.1 (b) y 5.1 (d), basado en la expresión 5.3 como valor teórico. Al comparar el movi-
miento descrito por la partícula original, y el descrito por la partícula virtual del centro de
guía se encuentra que el error tanto del periodo de rebote como el de deriva para la primera
dependen considerablemente del valor de la capa y de la energía. La dependencia respecto
a la energía se explica de manera simple, ya que, aunque el paso temporal es ﬁjo y dado por
el usuario, el paso espacial se encuentra determinado por la ecuación de movimiento, y el
cual, será mayor en tanto su energía cinética aumente. Este aumento en el paso implica un
aumento en el error de los periodos calculados a partir de la simulación. Mientras, para la
aproximación del centro de guía, el error se reduce de manera considerable para los valores
críticos (los de mayor energía cinética y parámetro L) y a su vez se muestran más estable.
Estos no presentan una dependencia considerable del valor de la capa, pero si del valor de
la energía de la partícula.
(a) Para la trayectoria original. (b) Para la aproximación del centro de guía.




0,10 1,00 10,00 30,00
2,00 0,58 0,72 0,89 1,78
2,42 0,98 0,82 0,97 0,28
3,47 2,19 2,45 3,16 3,14
4,53 2,66 3,17 4,72 3,61
5,58 2,91 3,88 5,16 14,07
6,00 3,01 4,09 7,91 16,27




2,00 nan 5,52 3,68
2,42 3,02 1,63 2,74
3,47 2,12 3,59 2,39
4,53 5,86 5,17 4,48
5,58 9,78 92,32 15,54
6,00 8,02 13,29 26,37
(b) Para el periodo de deriva.
PPPPPPPL
E[MeV ]
0,10 1,00 10,00 30,00
2,00 2,47 2,40 1,70 0,15
2,42 2,48 2,41 1,70 0,16
3,47 2,48 2,40 1,69 0,15
4,53 2,48 2,41 1,71 0,15
5,58 2,46 2,40 1,70 0,16
6,00 2,48 2,40 1,70 0,15
(c) Para el periodo de rebote con la aproximación




2,00 1,47 2,90 4,78
2,42 1,40 2,85 4,65
3,47 1,36 3,00 4,18
4,53 0,53 2,02 1,95
5,58 0,97 0,36 4,81
6,00 1,19 2,44 0,12
(d) Para el periodo de deriva con la aproxi-
mación del centro de guía.




(0,35 + 0,15sinαeq) (5.3)
Otro resultado importante consiste en comparar la evolución del momento magnético a
lo largo del tiempo frente a la energía cinética de la partícula. En la ﬁgura 5.7 se muestran
(a) Momento magnético normalizado. (b) Energía normalizada.
Figura 5.7: Comparación entre la energía como constante de movimiento y el momento
magnético como invariante adiabático.
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los valores de la energía y del momento magnético normalizados, puede observarse que la
energía de la partícula se conserva. Por otro lado el momento magnético presenta un com-
portamiento muy cercano al de un movimiento periódico. Sin embargo estas variaciones se
producen a pequeñas escalas (del orden de 10−6Cm
2
s ), por lo que para movimientos que se
den grandes escalas este puede ser tratado como una constante de movimiento y es aquí
donde el momento magnético toma su carácter de invariante adiabático. Finalmente en
Capa_Deriva.py se calculó la superﬁcie de deriva de la partícula, así como las dos curvas
que contienen todos los puntos espejos de esta. Nuevamente se varió el ángulo de paso
ecuatorial para α0 = 20◦ y α0 = 90◦ (Figura 5.8).
Una vez analizada la dinámica de una partícula, se pasó a estudiar el entorno de radia-
ción terrestre el cual contiene gran cantidad de ellas. Esto se hizo a partir de los modelos
AE8 y AP8 de la NASA. Aquí, el entorno de radiación se describe por medio del ﬂujo
omnidireccional de partículas en función del campo magnético2 y del parámetro L. Este
se presenta en diferentes formatos de gráﬁcos. El primero de estos consiste en mapas de
ﬂujos de partículas como función las coordenadas geomagnéticas (latitud magnética y dis-
tancia desde el centro de la tierra). Para la descripción completa del entorno es necesario
representar los mapas para diferentes rangos de energías tanto para protones como para
electrones.
El modelo de protones contempla el ﬂujo de estos para energías en los rangos de E =
0,1MeV a E = 400,0MeV , en la ﬁgura 5.9 se muestran cuatro mapas para diferentes
valores de energía E = 0,1MeV , E = 1,0MeV , E = 10,0MeV y E = 100,0MeV .
(a) Para una partícula con α0 = 20
◦ y L = 4. (b) Para una partícula con α0 = 90◦ y L = 4.
Figura 5.8: Capa de deriva de una partícula en el dipolo terrestre.
2El campo magnético para estos modelos se encuentra normalizado respecto al campo magnético ecua-
torial esto es B/B0 donde B0 = 3,11× 105T .
43
(a) Con E = 0,1MeV . (b) Con E = 1,0MeV .
(c) Con E = 10,0MeV . (d) Con E = 400,0MeV .
Figura 5.9: Modelo AP-8MAX de la NASA. Flujo omnidireccional de protones.
De aquí es posible observar que una población de protones de bajas energías cinéticas se
encuentran presentes en todo el entorno de radiación (hasta aproximadamente los 11RE).
A medida que la energía aumenta, la densidad de partículas en las regiones más exteriores
empieza a disminuir hasta llegar a un pico de máxima intensidad de radiación centrado en
los 1,5RE . Así la región interior (hasta cerca de los 2RE) se encuentra poblada de protones
altamente energéticos, un poco más lejos, hasta los 3RE por protones de energías medias,
mientras la región más exterior principalmente por protones lentos. El modelo de protones
también contempla el ﬂujo de estos para el máximo y mínimo solar, sin embargo aquí sólo
se presentan los mapas para el máximo solar debido a que la variaciones con respectó al
mínimo solar son poco signiﬁcativas. La comparación entre el ﬂujo de protones para los
dos periodos del ciclo solar, se presentan más adelante en otros formatos de gráﬁcas que
permiten compararlos de una forma más simple.
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(a) Con E = 0,1MeV . (b) Con E = 1,0MeV .
(c) Con E = 3,0MeV . (d) Con E = 5,0MeV .
Figura 5.10: Modelo AE-8MAX de la NASA. Flujo omnidireccional de electrones.
El modelo de electrones se encuentra deﬁnido para energías que van desde los E =
0,1MeV hasta los E = 7,0MeV . La ﬁgura 5.10 muestra los mapas de ﬂujo de electrones
para las energías de E = 0,1MeV , E = 1,0MeV , E = 3,0MeV y E = 5,0MeV . De igual
forma se puede apreciar que electrones de bajas energías se encuentran presentes en todo
el entono de radiación, sin embargo, en este caso los electrones presentes en la región in-
terior son de energías medias mientras los de la región exterior son electrones altamente
energéticos con un máximo de intensidad centrado en lo 3,5RE . La ﬁgura 5.10b permite
observar con claridad la región de transición (o ranura) entre el cinturón interior y exterior
de electrones.
En la ﬁgura 5.11 se presentan los perﬁles radiales en el ecuador terrestre (B/B0 = 1).
Estos perﬁles permiten identiﬁcar rápidamente y en un sólo gráﬁco en qué regiones del es-
pacio se encuentran concentradas la mayor cantidad de partículas según su valor de energía.
De esta manera y como ya se había establecido, para los protones es posible observar que
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(a) Para protones. (b) Para electrones.
Figura 5.11: Perﬁles radiales en el ecuador.
el pico de máxima intensidad (para 400,0MeV ) se encuentra centrado en L = 1,5 y que
a medida que la energía de las partículas disminuye este pico se va desplazando hacia las
regiones más exteriores, hasta que ﬁnalmente la población de partículas de energías cerca-
nas a 0,1MeV alcanza su máxima densidad en los 4RE . De igual forma el perﬁl radial de
electrones permite visualizar fácilmente la distribución estos en el espacio, es posible iden-
tiﬁcar una serie de picos correspondientes a las poblaciones de electrones presentes en la
región interior (ubicados aproximadamente en L = 1,2RE) también, que para esta región
no existen poblaciones por encima de los 4,0MeV . Un pico de máxima intensidad para
los 7,0MeV (centrado en L = 3,5RE) que se van desplazando hacia fuera a medida que la
energía de las partículas disminuye. Por último también es posible identiﬁcar un mínimo
de intensidad ubicado entre 2,4RE y 3,0RE , que separa la región interior de la exterior.
La ﬁgura 5.11 muestra los perﬁles radiales de protones y electrones para los periodos del
máximo y mínimo solar. Aquí se muestra que el cinturón interior de protones posee una
gran estabilidad y que no depende de la intensidad de los vientos solares. Por el contra-
rio, para los electrones, sí se observa una cambio signiﬁcativo en el ﬂujo de partículas para
energías inferiores a los 5,0MeV para la región exterior y a 1,0MeV para la región interior.
Si los perﬁles radiales permiten visualizar el ﬂujo de partículas en función de la distan-
cia hasta el centro de la tierra para diferentes energías, las gráﬁcas de ﬂujo contra campo
magnético normalizado B/B0, permiten hacerlo en función de la latitud magnética (nueva-
mente para diferentes energías). De la ecuación 3.15 se tiene que para un valor ﬁjo de capa
L, la intensidad del campo depende únicamente de la latitud. Siendo B/B0 = 1 el punto
en el ecuador terrestre (λm = 0), a medida que dicha relación aumenta la latitud también
lo hace. En la ﬁgura 5.12a3 ya es posible observar diferencias entre los modelos AP-8MAX
y AP-8MIN, estas diferencias se presentan para grandes valores de B/B0 o lo que es lo
mismo para bajas altitudes, siendo mayor la población de protones para el mínimo que
para el máximo solar. Este aumento en el ﬂujo para el mínimo solar está asociado con el
mecanismo de creación de protones CRAND el cual se produce en mayor cantidad para
dicho periodo [17]. Sin embargo para los electrones es lo contrario. El ﬂujo de electrones es
mayor para el máximo solar, y este aumento de partículas ocurre principalmente a bajas
latitudes e intermedias, por lo que está asociado a la inyección de partículas desde el medio
3Para un examen más exhaustivo de estas curvas Fluj-B/B0 para diferentes valores de L ver [21].
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(a) Para protones. (b) Para electrones.
Figura 5.12: Comparación de los modelos AE-8MAX, AE-8MIN, AP-8MAX y AP8-MIN
para L = 2,5. Flujo vs B/B0.
interplanetario hasta las capas más externas y a la difusión desde estas hacia las regiones
más internas.
Finalmente se presentan las gráﬁcas del ﬂujo omnidereccional de protones y electrones
en función de la energía para un valor ﬁjo de L, estas permiten observar de forma más
evidente las diferencias de entre los modelos AP-8MAX y AP8-MIN a bajas altitudes.
(a) Para protones. (b) Para electrones.
Figura 5.13: Comparación de los modelos AE-8MAX, AE-8MIN, AP-8MAX y AP8-MIN
para L = 1,5. Flujo vs E.
Capítulo 6
Conclusiones
La teoría adiabática juega un papel fundamental en la descripción del entorno de
radiación terrestre. Gracias a esta, el sistema puede ser deﬁnido a partir del compo-
tamiento medio de poblaciones de partículas que comparten características similares.
También permite que dicha representación sea válida aun bajo perturbaciones espe-
cíﬁcas del sistema.
La aproximación del centro de guía resulta un procedimiento bastante útil a la hora
de abordar el problema de una partícula cargada en el dipolo magnético terrestre. Por
un lado permite entender de forma más simple e intuitiva, el comportamiento medio
de esta a lo largo de las líneas del campo magnético. Computacionalmente permite
escoger un tamaño de paso mayor haciendo el programa más óptimo y estable. Esto
la hace más adecuada para calcular el periodo de rebote y el periodo de deriva de la
partícula. Además presenta la ventaja de que para el caso de un electrón elimina el
problema de rigidez del sistema de ecuaciones diferenciales.
A pesar que la teoría (dada a partir de los invariantes adiabáticos) de la dinámica de
partículas atrapadas en los cinturones de radiación permite entender y analizar este
problema de forma relativamente simple, un estudio completo del sistema no puede
ser abarcado sólo desde esta. Debido a la gran cantidad de variables involucradas
que afectan el sistema y las cuales no pueden ser controladas, se hace necesario de
la medición directa de las variables para poder desarrollar un modelo que pueda
ser utilizado con ﬁnes prácticos, como pueden serlo las comunicaciones satelitales, el
envío de naves espaciales tripuladas o con equipo instrumental.
Por medio de los modelos AE8 y AP8 es posible entender según su energía como
se encuentran distribuidas espacialmente las partículas en el entorno de radiación
terrestre, esta distribución presenta dos picos de máxima intensidad, uno ubicado en
la zona interior (L < 2RE) y otro en capas más externas (L > 3RE), estos reciben
el nombre de cinturones de radiación. Los modelos para el máximo y el mínimo
solar, permiten estudiar como estos evolucionan en el tiempo, encontrando así que
la región interior presenta una alta estabilidad, mientras la región exterior varía





Los códigos implementados pueden ser consultados en el enlace https://github.com/
cdquintero/Trapped-Particle-Dynamics/tree/master.
A.1. Movimiento de partículas cargadas en campos electro-
magnéticos
En la primera parte de este trabajo se simuló la trayectoria de una partícula cargada en
presencia de campos eléctricos y magnéticos. Se implementaron una serie de cuatro códigos
los cuales se basan en los desarrollados por Stefano Markidis para el curso de física del
plasma del KTH, lo cuales que pueden ser consultados en [2]. Para cada uno de los códigos
se incluyó la aproximación del centro de guía de la partícula, en estos se contemplan los
casos más relevantes para el posterior estudio del dipolo magnético. En ellos se analiza
el comportamiento tanto de un protón como de un electrón. La ecuación de movimiento
fue solucionada numéricamente utilizando el método Runge Kutta de cuarto orden (RK4),
variando según fuera el caso, la forma de los campos o la misma ecuación de movimiento.
Para solucionar la ecuación diferencial utilizando el método RK4 es necesario reescribir





















Todos los códigos comparten una estructura similar:
La deﬁnición de la clase V_Static, la cual va contener todas las variables estáticas
del código. En esta clase se encuentran: la relación carga masa de la partícula, com-
ponentes e intensidad del campo magnético y eléctrico y ﬁnalmente la deﬁnición de
las variables que almacenarán las condiciones iniciales para la velocidad.
La función RK4, que aplica el método Runge Kutta a la ecuación de movimiento.
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Esta función recibe las condiciones iniciales de la posición y la velocidad, el vector
de tiempo y el paso temporal, y entrega una matriz que contiene las coordenadas de
la partícula así como su velocidad en cada instante de tiempo
Dos funciones EC_MOV y EC_MOVGC. La primera contiene la ecuación de movimiento
para la partícula real y la última para la partícula virtual
Una función principal donde se establecen todos los parámetros requeridos por el
programa, desde esta se llaman la funciones secundarias y se graﬁcan los resultados
obtenidos.
Para la aproximación del centro de guía se trabajó en el respectivo sistema de coorde-
nadas teniendo en cuenta que:




E∗ = V ×B (A.4)
Especíﬁcamente, el primer programa MOV_B.py simula la trayectoria de un protón y un
electrón en un campo magnético uniforme. El segundo MOV_EXB.py simula la trayectoria de
la partícula en un campo idéntico al anterior pero en presencia de una fuerza eléctrica ex-
terna, para esto, simplemente se agrega el vector campo eléctrico en la ecuación diferencial
y se deﬁnen cada una de sus componentes en la clase V_Static. El tercer caso contempla
el gradiente de un campo magnético, la forma de los gradientes utilizados se muestran en
la ﬁgura A.1a para el gradiente perpendicular y A.1b para el gradiente paralelo. En estos
tres códigos la relación carga masa de los protones se encuentra normalizada. De igual for-
ma para los electrones se escogió un factor de escala de 3 veces la relación carga masa de
los protones puesto que al utilizar el verdadero factor (1836 veces) no es posible comparar
fácilmente entre ellos los resultados obtenidos.
(a) Gradiente perpendicular al campo magnético
[2].
(b) Gradiente paralelo al campo magnético.
Figura A.1: Forma de los gradientes utilizados.
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El último caso es de especial interés puesto que la forma de campo usada para la cur-
vatura de B es la de un dipolo magnético. Para este, fuera de las funciones mencionadas
anteriormente se añade la función getBmod que contiene la forma del campo y que es ne-
cesaria para calcular el Gradiente de B. Para el cálculo del gradiente se implemento la
derivada numérica de diferencias centradas con un error de truncamiento de orden O(h4),
dada por:
f ′(x0) ≈ −f(x0 + 2h) + 8f(x0 + h)− 8f(x0 − h) + f(x0 + 2h)
12h
(A.5)
A.1.1. Método Runge Kutta de cuarto Orden
El método Runge-Kutta, es un método de paso único, usado para la solución numérica
de ecuaciones diferenciales. Es ampliamente utilizado gracias a que combina simplicidad y
presición [26]. A partir de las condiciones iniciales de la ecuación diferencial se calcula el
incremento de la función por medio de la ponderación de cuatro pendientes, dos de ellas
dadas al comienzo y al ﬁnal del intervalo, y las otras dos para puntos intermedios. A estas
últimas se les asigna un peso mayor, así el método toma la forma:
y1 = y0 +
1
6
(K1 + 2K2 + 2K3 +K4) (A.6)
La primera K1 es la pendiente al comienzo del intervalo de la función, su incremento
en X está dado por el paso h, y el incremento en Y se determina por el método de Euler.
K2 y K3 son las pendientes a medio intervalo (X + 12h), y se calculan a partir del valor de
la pendiente anterior. Por último K4 es la pendiente al ﬁnal del intervalo. Un esquema de
este método puede verse en la ﬁgura A.2
Figura A.2: Método RK4 [19].
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K1 = hf(x0, y0)














K4 = hf(x0 + h, y0 +K3)
A.2. Movimiento de partículas cargadas en el dipolo terrestre
Para la simulación de una partícula en el dipolo magnético terrestre se inicio por des-
cribir la forma del campo. Para esto se diseño el código Dipolo.py, en el cual según se
desee puede graﬁcarse las líneas de campo para un dipolo magnético en dos y tres dimen-
siones. También se describe el campo magnético en función del parámetro de Mcllwain lo
que permite determinar y graﬁcar una sola de sus líneas, o una serie de estas. Una vez
descrito el campo magnético, en Puntos_Espejos.py se procedio a calcular el camino de
rebote de las partículas en función de los diferentes valores de L, estableciendo para cada
uno de ellos sus puntos espejos. Aquí, primero se calculan las líneas de campo magnético
en función del parámetro L, luego en la función Espejo se calcula las coordenadas (λ, r)
de los puntos espejos según el ángulo de paso establecido. Por medio de la relación A.7,
puede calcularse la intensidad del campo magnético en el punto de retorno, una vez deter-
minado este valor, se recorre la línea de campo buscando las coordenadas para las cuales
se cumpla la condición BDipolo ≥ Bm. Para trazar el camino de rebote simplemente se
recorre nuevamente las líneas de campo y se almacenan sus valores en un par de variables
auxiliares Distancia2 y Latitud2, estas variables tipo lista dejarán de almacenar valores





Se sigue simulando la trayectoria de la partícula en el dipolo magnético, esto se realiza
tanto para la trayectoria de la partícula real, como para la aproximación del centro de
guía, primero utilizando el método Runge Kutta de cuarto orden y luego usando el mé-
todo BDF1 el cual es utilizado para solucionar ecuaciones diferenciales con problemas de
rigidez. Nuevamente se deﬁne la clase V_Static, para las variables estáticas del código,
aquí se incluyen el ángulo de paso de la partícula y su energía cinética. En la función prin-
cipal se deﬁnen los parámetros de entrada, bien para el método RK4, bien para el BDF,
y se establecen las condiciones iniciales y el paso temporal. El criterio para determinar el
paso temporal es que este cumpla la condición ht < 1ωcmax tal que permita a la partícula
realizar su movimiento de ciclotrón. La frecuencia de ciclotrón crítica ωcmax se da en los
puntos espejos que es la máxima intensidad de campo que puede llegar a alcanzar una
partícula. De esta condición se presenta una diﬁcultad para el caso de los electrones, dado
que la frecuencia del ciclotrón se deﬁne como ωc = qB/m al ser la masa del electrón tan
pequeña, esta tomará un valor muy grande imponiendo así que el paso computacional sea
1Este es implementado mediante la librería SciPy.
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muy pequeño, lo cual supone un problema de rigidez que hace necesario usar una método
especial para abordar este tipo de problema. No obstante el método BDF no es suﬁciente,
y es ﬁnalmente la combinación de este y la normalización de las ecuaciones las que logran
resolver este problema y calcular la trayectoria para el electrón. La no-dimencionalización
de las ecuaciones resulta importante no sólo para solucionar el problema de la trayectoria
del electrón, sino que también ayuda a optimizar el código y a brindarle estabilidad, dado
que las ecuaciones diferenciales para este problema involucran valores a grandes escalas
como el radio de la tierra y valores tan pequeños como la masa y la carga de las partículas,
escalar las ecuaciones de movimiento garantiza que las variables se encuentren siempre
en valores cercanos a la unidad, reduciendo la complejidad de la operaciones y por tanto





















En la sección principal se llama la función RK4 o BDF, la cual se encarga de integrar la
ecuación diferencial para cada paso de tiempo, desde esta se llama la función EC_MOV la cual
contiene la forma del campo magnético y las ecuaciones de movimiento no-dimencionales.
Para la aproximación del centro de guía gracias a que se elimina el movimiento de ciclo-
trón no se impone la restricción antes mencionada sobre el paso, eso brinda estabilidad al
código, permite escoger una paso mayor y reducir el tiempo de simulación [2]. Incluso sin
la normalización de las ecuaciones es posible obtener la trayectoria del centro de guía para
el electrón escogiendo un paso adecuado.
Para realizar el cálculo del periodo de rebote se toma el registro del paso de la partícula
por el plano ecuatorial, esto se hace cada vez que la componente Z de la trayectoria cambia
de signo, cada tres pasos de las partículas por el ecuador se almacena el valor del tiempo
en un vector para el cual al ﬁnal de la ejecución del programa se promedian sus elementos.
Para el periodo de deriva se registra nuevamente el paso de la partículas por el ecuador,
cada vez que se produce este paso el punto es proyectado en el plano ecuatorial. En la
ﬁgura A.3 el vector r0 representa la posición inicial de la partícula, cuando se registra
el primer paso de esta por el ecuador (deﬁnido por el vector r1), se calcula la distancia
que hay entre las coordenadas para este punto y las condiciones iniciales, esta distancia se
almacena en la variable hr. Luego para cada transito de la partícula nuevamente se vuelve
a calcular la distancia entre las coordenadas actuales del punto (ri) y las condiciones ini-
ciales, y este valor se almacena en sr, la condición establecida para calcular el periodo de
deriva es determinar el tiempo para el cual la posición de la partícula cumple sr <= hr.
Finalmente para calcular la latitud de los puntos espejos en función del ángulo de paso de
la partícula, se crea una malla para diferentes valores del ángulo de paso y para cada uno
de estos valores se calcula la trayectoria de la partícula. Para determinar la ubicación de
los puntos espejos se mira la variable velocidad, cada vez que esta toma un valor negativo
implica un cambio de dirección de la partícula a lo largo de la línea de campo, este cambio
de dirección signiﬁca que la partícula a pasado por uno de sus puntos espejos, aquí se
almacenan las coordenadas cartesianas y ﬁnalmente se transforman a coordenadas polares
para determinar la latitud.
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Figura A.3: Método para el cálculo del periodo de deriva.
El último programa diseñado para esta sección Capa_Deriva.py calcula la capa de
deriva de la partícula en función de su ángulo de paso para un valor de L ﬁjo. Este código
opera de forma similar a Puntos_Espejos.py. A partir de la ecuación A.7 se calcula la
ubicación de los puntos espejos, aprovechando la simetría del campo se graﬁca la superﬁcie
de un toroide cuya circunferencia de revolución se encuentra centrada en el origen y para la
cual, el punto de corte estará dado por latitud de los puntos espejos. Un método alternativo
pero análogo al anterior consiste en recorrer una línea de campo (deﬁnida por la condiciones
iniciales de la partícula) hasta la ubicación de los puntos espejos, una vez determinada,
esta sección de línea se hace rotar alrededor del eje Z aprovechando la simetría axial del
campo, la rotación de esta curva ﬁnalmente describirá la capa de deriva de la partícula.
A.3. Flujo de partículas
Los códigos implementados en esta sección son una versión en Python del código radbelt
que contiene los modelos AP8 y AE8 de la NASA. Para la función TRARA2, al igual que
en la versión en C++ desarrollada por Dan Leonard del centro de astrofísica Harvard-
Smithsonian se requirió de la inclusión de las funciones TRARA3, TRARA4 y TRARA5. Además
de estas, se incluyeron las funciones REVERSAL, CASE2, CASE3 y CASE4 que de forma similar
a las funciones TRARA agregadas, hacen el trabajo de algunos de los GOTO de la versión ori-
ginal creada en Fortran. Estas últimas funciones si bien no optimizan el código en cuanto
a reducir el número de líneas, permiten al usuario hacer un seguimiento más simple de la
lógica utilizada, puesto que es posible visualizar claramente cuales son los diferentes casos
que se contemplan en el código. Al igual que en la versión de Dan es necesario modiﬁcar
los archivos que contienen los mapas del modelo, los valores de cabecera se eliminan y se
incluyen al interior del código en las variables DESCRELNS y DESCRPRTNS, las cuales deben
ser modiﬁcadas según el periodo del ciclo solar que se quiera estudiar.
Antes de entrar a revisar el código, es importante primero mencionar la forma en que
se encuentran organizados los archivos que contienen los mapas. Estos están compuestos
de un vector de cabecera que contienen las especiﬁcaciones del mapa que se esté utilizando
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[
DESCR1 DESCR2 DESCR3 . . . DESCR8
]
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Figura A.4: Esquema del modelo del mapa
(Tabla A.1) y un vector que contiene los valores del mapa. El mapa se compone de varios
submapas de energías y cada submapa de energía se compone de varios sub-submapas de L,
cada sub-submapa L contiene el logaritmo del ﬂujo omnidireccional ecuatorial Z1 = log10J
y una serie de valores para el campo magnético normalizado bi = Bi/B0, espaciados de
manera no uniforme dbi = (Bi − Bi−1)/B0. Para el tratamiento de los datos conviene es-
cribir el campo magnético en función de la variable X = b− 1 [18], por lo que de ahora en
adelante se hará uso de esta variable en lugar de b. En la ﬁgura A.4 puede verse de forma
esquemática como se encuentra organizado el modelo. Ni es el número de elementos del
submapa de enegía Ei, nij es el número de elementos del cada sub-submapa de capa Lij ,
Z1ij el ﬂujo omnidireccional en el ecuador y
Bk−Bk−1
B0
corresponde al paso para cada uno
de los puntos de la malla de bijk. Todos los valores del mapa son enteros y se encuentran
escalados por los valores de DESCR[3,..,6].
Para cada sub-submapa L puede construirse una curva del logaritmo del ﬂujo omni-
direccional en función del campo magnético (Figura A.5). Para recorrer estas curvas, se
parte desde el ecuador donde Z = Z1 y X = 0, el paso en X es variable y está dado por
cada uno de los valores dbi almacenados en el mapa, mientras el paso en Z es constante y
está determinado por la variable DESCR1 del vector de cabecera ZDEL = 1/DESCR1.




− 1 (A.8) y δZi = Zi − ZDEL (A.9)
En términos generales el programa entrega el ﬂujo omnidireccional de partículas en
función de las coordenadas geomagnéticas y para un valor de energía dado. Como los ma-
pas no contienen la información de todo el entorno de radiación, si no que sólo se conoce el
ﬂujo de partículas para algunas regiones del espacio, se realiza una serie de interpolaciones
lineales. Primero se buscan entre los submapas dos valores de energía E1 y E2 para los que
sí se conozca esta información y que cumplan la condición E1 < E < E2. Para cada uno
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Índice Variable Función
[0] DESCR1 Nombre del modelo
[1] DESCR2 Incremento por década
[2] DESCR3 Época del modelo
[3] DESCR4 Factor de escala de la energía
[4] DESCR5 Factor de escala de L
[5] DESCR6 Factor de escala de B/B0
[6] DESCR7 Factor de escala de Z
[7] DESCR8 Número de elementos del mapa
Tabla A.1: Vector de cabecera.
de estos valores se calcula el ﬂujo de partículas (F1 y F2) y ﬁnalmente se interpola este
para el valor de energía que se desea conocer. Sin embargo debido a que la información se
encuentra almacenada en forma de curvas Z − B/B0 dadas para diferentes valores de L,
para poder calcular los ﬂujos F1 y F2, es necesario nuevamente buscar para ambos entre
los sub-submapas L dos valores, L1 y L2 para los que si se conocen el ﬂujo de partículas y
realizar una interpolación para los valores de entrada (B/B0, L).
El código se compone de una función principal; en ella se incluyen parámetros tales
como la malla dada en coordenadas polares y el número de puntos de esta. Aquí se llama
la función POPULATE_ARRAYS en la que se rescatan los valores de los archivos externos y
se almacenan una variable tipo lista. También se deﬁnen las variables que contiene los
vectores de cabecera DESCRELNS y DESCRPRTNS, se calculan el valor de capa L y el campo
magnético normalizado en el ecuador B/B0, se llama a la función TRARA1 y ﬁnalmente se
graﬁca el ﬂujo de partículas en cada uno de los diferentes formatos.
A.3.1. TRARA1
La función TRARA1 recibe el valor L, el campo magnético normalizado, la energía de la
población de partículas, el vector de cabecera y el mapa seleccionado, y devuelve el ﬂujo
de partículas para dichos parámetros. En esta función primero que todo se escalan los
valores de X (NX), L (NL) y se almacenan los de E y Z así como el incremento por década
ZDEL para ser usados posteriormente. Luego se recorren los diferentes submapas de energía
con el ﬁn de encontrar dos de ellos, E1 y E2, que cumplan E1 < E < E2. Para cada uno de
estos valores E1 y E2, por medio de la función TRARA2 se calculan los ﬂujos de partículas
correspondientes F1 y F2, con los que ﬁnalmente se realiza la interpolación lineal para
calcular el ﬂujo de partículas para la energía de entrada.
F = F1 +
F2− F1
E2− E1(E − E1) (A.10)
A.3.2. TRARA2
La función TRARA2 recibe el submapa de enegía para el cual se desea calcular el ﬂujo de
partículas y los valores escalados NX y NL. Para calcular el ﬂujo de partículas, la función
busca entre los sub-submapas L dos valores, L1 y L2, que cumplan L1 < NL < L2. Para
cada uno de estos valores se puede construir una curva Z-X. Las coordenadas de cada punto
de la curva están dados por Xi = Xi−1 +δXi y Zi = Zi−1−δZi. Con base en los valores de
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Z1(L1) y Z1(L2) se establece una curva como la superior (T) y otra como la inferior (B).
Lo que se busca es construir dos lineas radiales (OAT y OBT) que corten ambas curvas
(L1 y L2) y encierren el valor de entrada (NX,NL) (Figura A.5). Conociendo los puntos
de intersección (AB y AT) entre las curvas y la línea radial OAT puede realizarse una
interpolación lineal en NL para calcular el respectivo valor de X, es decir:
XAI = XAB +
XAT −XAB
L2− L1 (NL− L1) (A.11)






Este procedimiento se repite para la línea radial OBT obteniendo así las coordenadas
XBI y ZBI. Finalmente se realiza una última interpolación entre los puntos AI y BI para
calcular el ﬂujo para el valor de entrada NX.
ZN = ZAI +
ZBI − ZAI
NX −XAI (XBI −XAI) (A.13)
Para lograr esto, el código primero recorre la curva superior buscando un valor de X
(correspondiente al punto BT) tal que XBT >= NX, si después de recorrer toda la curva
T no es posible encontrar ningún valor que cumpla con esto las curvas son invertidas. Una
Figura A.5: Método de cálculo de la función TRARA2.
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vez se encuentra el punto BT, con base en este se determina el punto AT inmediatemente
anterior a este. Se traza una línea radial (OAT) desde el origen hasta el punto AT, y se
halla el punto AB, que es la intersección entre la línea radial y la curva B. La ecuación de la
curva está dada por la ecuación de una recta que pasa por dos puntos seguidos de la curva
Xi y Xi−1 por lo que esta varía para los diferentes puntos de la malla. Así la intersección






ZDEL ∗XAT + 1
(A.14)
Debido a que como el punto XAB depende de la ecuación de la curva, la cual se
encuentra variando a lo largo de esta, el criterio usado para calcular XAB es:
XAB ≤ Xi (A.15)
Una vez se ha hallado la posición del punto AB, se determina el punto CB el cual
corresponde al paso siguiente a AB. Se trazan las líneas radiales correspondientes al pun-
to CB (OCB) y a BT (OBT) calculado anteriormente. Se calcula la pendiente de ambas
rectas, se comparan y se empieza trabajando con aquella que posea la mayor pendiente,
por ejemplo para el caso mostrado en la ﬁgura A.5 puede observarse que la línea radial
OBT posee una pendiente mayor que la línea OCB. Por tanto, para esta, haciendo uso
nuevamente de la ecuación A.14 se calcula su segundo punto de intersección con la curva
B (CB). Ya con esto, se sigue a realizar las respectivas interpolaciones de cada una de las
líneas radiales, así para la línea OAT y a partir de los puntos AB y AT se calcula AI y
para la línea OBT se calcula BI. En el caso de que XBI fuera menor a NX, implicaría
que el valor de entrada se encuentra por fuera de las lineas radiales OAT y OBT. Si esto
ocurre es necesario realizar un proceso adicional. El punto AI pasa a ser el punto BI y se
prosigue a trabajar con la linea radial que poseía una menor pendiente, en este caso la
línea OCB. Se realiza el mismo procedimiento mencionado anteriormente para encontrar
el punto CI, nuevamente se veriﬁca la condición XCI > NX, si esta se cumple puede
realizarse ﬁnalmente la interpolación entre el punto AI (Ahora ubicado en BI) y el punto
CI, en caso contrario el punto AI pasa a ocupar la posición del punto CI y se vuelve a
repetir de forma iterativa lo descrito hasta encontrar el par de líneas radiales que encierren
el valor de entrada. La ﬁgura A.6 muestra la secuencia lógica de la función TRARA2.
A.3.3. CASES
Dependiendo de los valores de entrada B/B0 y L se pueden presentar diferentes casos pa-
ra los cuales la función TRARA2 trabaja de manera diferente a la hora de calcular el ﬂujo
logarítmico Z. Las funciones CASE2, CASE3 y CASE4 permiten hacer un seguimiento más
claro de los diferentes casos que se pueden presentar. El primero de estos, es el más simple
de todos, en el que los sub-submapas L1 y L2 se encuentran vacios, en este caso el valor a
retornar será 0. El segundo caso se da si sólo el sub-submapa de la curva B se encuentra
vacío, esto es Z1B = 0. Si esto ocurre, la función CASE2 procede a establecer la línea radial
OAT sobre el ecuador y los valores de XAI y ZAI pueden ser calculados directamente. Así
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Figura A.6: Diagrama de ﬂujo de la función TRARA2.
XAI = 0 y ZAI puede ser hallado mediante la interpolación entre los valores ecuatoriales
Z1 dados por los sub-submapas.
ZAI = Z1B +
Z1T − Z1B
L2− L1 (NL− L1) (A.16)
Dado que el segundo mapa se encuentra vacío no es posible recorrer la curva B, por
lo que para calcular el segundo punto de interpolación necesariamente se debe utilizar la
línea radial OCT, con el punto AI y el punto CI puede realizarse la interpolación ﬁnal.El
tercer caso se contempla en la función CASE3 este ocurre para valores de NX cercanos al
ecuador. Si cuando se recorre la curva T buscando el punto BT este es encontrado en el
primer paso X1 la línea radial OAT nuevamente estará dada sobre el ecuador y los valores
de XAI y ZAI se calculan de la misma forma que para el caso anterior. La segunda línea
radial (OBT) se dará para el primer paso sobre la curva T. Sin embargo en este caso si es
posible recorrer la curva B, por lo que será necesario calcular la tercera línea radial (OCB)
que se da para el primer paso de la curva B, se procede a comparar las pendientes y a
calcular ﬁnalmente el ﬂujo de partículas.
60 Apéndice A. Códigos implementados
El cuarto caso se da si en algún punto es necesario invertir las curvas. Este caso se
maneja como el caso anterior en la función CASE3. Si las curvas fueron invertidas, se asume
que el valor de entrada se encuentra cerca del ecuador, la forma como procede el programa
es la siguiente. Se reinicia la línea radial OAT en el ecuador, es decir XAT=0 y ZAT=Z1T.
Se calculan los puntos BT y CB como el paso siguiente para la curva T y B respectiva-
mente, como es de esperarse el valor de entrada no será encerrado por ninguna de estas
líneas radiales. Así la línea OAT pasará a ser la línea OCT y se entrará a veriﬁcar con la
siguiente línea radial hasta encontrar el par de líneas que encierren el valor de entrada.
Finalmente en la función CASE4 se abarca el último caso. Este es el caso usual en el que
los valores de entrada se encuentran lejos del ecuador y las curvas no han sido invertidas,
en este caso el procedimiento a seguir es el descrito en el apartado A.3.2.
Organizado de esta forma las funciones TRARA3, TRARA4 y TRARA5 cumpletn tareas
especíﬁcas. Si alguno de los sub-submapas se encuentra vacío, o si no es posible encontrar
ningún valor en ellos para los cuales se pueda calcular el ﬂujo, la función TRARA2 es la
encargada de llamarlas respectivas funciones que retornen el ﬂujo de partículas para los
valores de entrada, si por el contrario ninguno de los mapas se encuentran vacíos y se
encuentra el valor CT se llama la función TRARA3, esta es la encargada de contemplar el
resto de los casos. Para casi todos los casos es necesario comparar las pendientes de las
líneas radiales para posteriormente realizar la respectiva interpolación, de esto de encarga
la función TRARA4 que de forma iterativa busca el par de líneas radiales que encierren el
valor de entrada. Una vez estos valores han sido encontrados, en la función TRARA5 se
realiza la interpolación ﬁnal para calcular el ﬂujo de partículas y retorna dicho valor.
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